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Mercredi 20 mars de 8 h a 12h10

Pause de 10h a 10h10

L’épreuve se déroule en deux parties indépendantes de deux heures chacune.
Les énoncés des deux parties sont donc séparés et distribués séparément a des moments différents.

La premiére partie est constituée des exercices académiques.

A son issue, les copies sont ramassées et une pause de cing a quinze minutes est prévue.

La seconde partie, constituée des exercices nationaux, débute apres cette pause.

Les énoncés doivent étre rendus au moment de quitter définitivement la salle de composition.

Des consignes de confinement peuvent étre données selon la zone géographique de passation de 1’épreuve.

Les regles, compas, rapporteurs, équerre et calculatrices sont autorisées selon la réglementation en vigueur.
Il est conseillé aux candidats qui ne pourraient formuler une réponse compléte & une question d’exposer le

bilan des initiatives qu’ils ont pu prendre.
Lorsque le candidat repere ce qui Iui semble étre une erreur d’énoncé, il I’indique sur sa copie en expliquant
les initiatives qu’il a été amené a prendre et poursuit sa composition.

Chaque partie de I’épreuve contient trois exercices. Pour chacune des parties :

= Les candidats de voie générale ayant suivi I’enseignement de spécialité de mathématiques doivent
traiter les exercices 1 et 2.

= Les autres candidats doivent traiter les exercices 1 et 3.
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Seconde Partie : Exercices nationaux de 10h10 a 12h10

A distribuer a 10h10
La résolution est individuelle

Les candidats ne sont pas autorisés a quitter les locaux avant 12h10.
Les calculatrices sont autorisées selon la réglementation en vigueur.
Les énoncés doivent étre rendus au moment de quitter définitivement la salle de composition.
Exercice 1 : Ressasser des palindromes

(A traiter par tous les candidats)

Dans cet exercice, on appelle palindrome un nombre entier naturel non nul qui Vérifie la propriété
suivante : si on le lit de gauche a droite (lecture habituelle) on obtient le méme nombre que si on le
lit de droite a gauche (lecture inversée).
Par exemple : 4, 55, 474, 2 112 sont des palindromes tandis que 2 024 n’en est pas un (il n’est pas
égal a 4 202), ni 0 (il est I’¢1ément nul).

Le but de cet exercice est de se familiariser avec les palindromes, de les compter puis de s’intéresser
ensuite plus particuliérement aux dates palindromiques.
Il est entendu que les nombres seront ici toujours codés en base décimale. Ainsi tout entier naturel
non nul x peut-il s’écrire sous la forme

x =X, X 108 + x,_; X 10571 + .. 4 x; X 10 + x,
ou Xxg, X4, ..., X—1 SONt des nombres entiers compris entre 0 et 9 (c’est-a-dire que ce sont des chiffres)
et x; est un nombre entier compris entre 1 et 9. L’entier x ainsi considéré comporte alors k + 1
chiffres. Un tel entier est un palindrome lorsque xo = xj, X1 = Xj—1, ...

Partie 1 : quelques résultats sur les palindromes
1. Dénombrer les palindromes

a) Combieny a-t-il de palindromes & un chiffre ? A deux chiffres ? Justifier qu’il y a exactement
90 palindromes a trois chiffres.

b) Plus généralement, combien y a-t-il de palindromes a n chiffres ?

On discutera selon que I’entier n > 1 est pair, ¢’est-a-dire de la forme n = 2p, ou impair,
c’est-a-dire de la forme n = 2p + 1 avec p entier.

c) On range les palindromes dans I’ordre croissant a partir de 1 (1 est donc le premier nombre
palindrome, 11 le 10°™, 22 le 11°™ etc.). Combien de chiffres comporte le 2 024°me
palindrome dans son écriture décimale ?

2. Tester en langage Python si un nombre est un palindrome ou non.
Ecrire une fonction Palindrome(x,n) prenant en argument un nombre x composé d’exactement
n chiffres et renvoyant True s’il s’agit d’un nombre palindrome et False sinon.
On pourra s’aider de la fonction mystere(x) ci-dessous, dont on indiquera le fonctionnement et
I"utilité, et on rappelle qu’en langage Python a%b et a//b désignent respectivement le reste et
le quotient dans la division euclidienne de a par b.
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def mystere(x) :
t=[x%10]
while x>9 :
x=x//10
t.append(x%10) #ceci ajoute I’¢lément x%10 a la liste t
return t

3. Une propriété autour des nombres palindromes ayant un nombre pair de chiffres
a) Montrer que si un nombre est un palindrome a quatre chiffres, alors il est divisible par 11.
Réciproquement, tout nombre a quatre chiffres, divisible par 11, est-il un palindrome ?
b) Montrer, plus généralement, qu’un palindrome présentant un nombre pair de chiffres est
divisible par 11.
On rappelle la propriété suivante :
«un entier naturel x est divisible par 11 si, et seulement si, la différence entre la
somme x, + x, + x, + -+ de ses chiffres de rang pair et la somme x; + x5 + x5 + -+
de ses chiffres de rang impair est elle-méme divisible par 11 ».

Partie 2 : dates palindromiques
Dans cette deuxieme partie, on s’intéresse plus particulierement aux palindromes sur les dates du
XXI¢ siécle.
On écrira la date d’un jour a la fagon anglo-saxonne sous la forme M /J,J, /A, A, si le mois ne contient
qu’un seul chiffre (de janvier a septembre, donc) ou bien M; M, /],], /A4, si le mois contient deux
chiffres (d’octobre a décembre, donc). Ainsi, le 6 septembre 2001 s’écrit-il 9/06/01 et le 6
décembre 2001, 12/06/01.
On associe a la date M/J,J, /A, A, le nombre MJ,J,A,A,. On dira alors que la date M /],],/AA, est
palindromique si le nombre M/, J,A, A, est un palindrome. On fera la méme association si le mois de
la date contient deux chiffres et on définit de méme une date M, M, /],J, /A, A, palindromique.
On appelle décade palindromique une période de dix jours consécutifs palindromiques. Par exemple,
la période allant du 10 février 2012 au 19 février 2012 est une décade palindromique. On cherche a
compter le nombre de décades palindromiques au cours du XXI€ siecle.
1. Donner la raison pour laquelle les 14 mars sont baptisés « rr days » par les anglo-saxons.
2. Quelles contraintes portent sur les valeursde M, M, M,, J;, ], A;, A, dufait qu’ils codent
des dates ?
3. Existe-t-il une décade palindromique durant I’année 2000 ?
Donner, en le justifiant, un exemple autre que celui de I’énoncé de décade palindromique.
5. Peut-on avoir une décade palindromique qui débute par une date de la forme
MM, /] ],/ A1 Az ?
6. On s’intéresse maintenant aux décades palindromiques qui débutent par une date de la
forme M /],J,/A,A,. En traitant successivement les cas /; =3, J; =0, J; = 1 puis J; = 2,
compter le nombre de décades palindromiques dans le siécle.

a
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Exercice 2 : Am day

(A traiter par les candidats suivant I’enseignement de spécialité de la voie générale)

L’objet de cet exercice est d’approximer finement le nombre 7.

1. On considere un carré de c6té de longueur 2 unités et on note O son centre. On note C le cercle
de centre O et de rayon 1 (cercle dit unité). En comparant deux aires, démontrer que m < 4.

2. Soient M et N deux points distincts du cercle unité €, non diamétralement opposes. La longueur
MN est supposée connue. Le point Q est le pied de la hauteur du triangle MON issue de O et,
dans son prolongement, P est le point de cette hauteur tel que OP = 1 (cf. Figure 1).

M

o

Figure 1

a) Déterminer la longueur OQ en fonction de MN.
b) Exprimer I’aire A,y du triangle OMN en fonction de ’aire A ,py du triangle OPN.
c) Déterminer l'aire du triangle OMN dans le cas ou OMN est un triangle rectangle en O.
3. Soit f la fonction définie sur R qui a x associe 4x(1 — 4x).
a) Pour tout réel a de [O i] montrer qu'il existe une unique solution x, dans [0 é] a
I'équation
fx)=a

On déterminera une expression de x, en fonction de a.
b) On peut ainsi définir la suite (a,,) par son premier terme a, = iet pour tout entier naturel
n:
f(@n41) = an €t anes € (055

Justifier que a,,, = é(l —J1—4a,).
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4. Soit OBC un triangle isocéle rectangle en 0, B et C se trouvant sur le cercle unité. On construit
une suite de points (4,,) de la maniére suivante (cf. Figure 2) :

= Le point 4, est tel que 0A,; = 1 et la demi-droite [0OA;) est la hauteur issue de O dans le
triangle OBC.

= Lepoint A, esttel que 04, = 1 et [0A,) est la hauteur issue de O dans le triangle COA;.

= Etainsi de suite, pour tout entier naturel n : si le point A4,, est construit, le point 4,,,, est
construit tel que OA,,,; = 1 et [0A,;,) est la hauteur issue de O dans le triangle COA,,.

B
Ay
A,
\
"
~ \
- — — (7 '
O

Figure 2

a) Vérifier que Agun® = f(Agpn>) puis exprimer l'aire du triangle COA,, en fonction de a,,.

b) Déterminer une mesure en radian de I'angle COA4,,.
C) Aprés avoir exprimé I’aire d’un polygone régulier a 22 cotés, inscrit dans le cercle unité
C, en fonction de I’aire du triangle COA,,, en déduire que 1’aire de ce polygone vaut

2n+2\/a_n_

5. Soit P, un polygone régulier a 2**2 cotés inscrit dans le cercle unité €.

a) Montrer que la longueur de chaque c6té du polygone P, est égale a 2 sin ( u )

2n+2
b) Montrer que I'aire du polygone P, est égale & 2"*1 sin (%)
. ) 63 . P
¢) On admet que I’on a pour tout 8 € [0 ,g] I’inégalité : 6 — - < sinf < 6. En déduire
que pour tout n entier naturel :
8
+2 +2
2 Ja, <m < 2" an+3X22n

d) Donner une valeur de n telle que 2"*2,/a, soit une valeur approchée de  a 10~* pres.

7
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Exercice 3 : Le jeu du Croque

(A traiter par les candidats de la voie technologique ou de la voie générale et ne suivant pas
I’enseignement de spécialité)

Le Croque est un jeu qui se joue a deux joueurs sur un rectangle dont les dimensions font n lignes et
m colonnes, ou n et m sont deux nombres entiers non nuls. Les lignes sont numérotées de bas en
haut, les colonnes de gauche a droite, chaque fois en commencant a 1.

A tour de réle, chaque joueur choisit une case du rectangle, celle de son choix parmi les cases encore
en jeu apres le coup de son adversaire, et retire du jeu toutes les cases situées horizontalement et
verticalement au méme niveau ou apres la case choisie. Le joueur qui doit choisir le carré en bas a
gauche a perdu.

Vous pouvez imaginer que le rectangle est une tablette de chocolat et que le carré de chocolat en bas
a gauche (ligne 1 et colonne 1) est empoisonné : il ne faut donc surtout pas le croquer !

A
v

m

Ci-dessous, on donne I’exemple d’un rectangle de 4 lignes et 6 colonnes, ou la 1¢'¢ case choisie par
le premier a jouer est située ligne 3 et colonne 2.

j L

Tableau ou le premier a jouer a Nouveau tableau, aprés avoir croqué les cases suite au
choisi la case située en ligne 3 coup du premier a jouer. Son adversaire peut choisir a
et colonne 2. son tour une case parmi les cases restantes.

Le but de cet exercice est d'étudier quelques stratégies gagnantes pour certaines valeurs de n et m.
Alice et Bob seront nos deux joueurs, Alice sera toujours la premiére a jouer.

Quelques configurations simples
1. Sin = m = 1, expliquer quel joueur va toujours I'emporter.
2. Sin = 1, et mun entier supérieur ou égal a 2, Alice peut-elle toujours I'emporter ?
3. Supposonsquen = m = 2. Représenter les quatre premiers coups possibles d'Alice et indiquer lequel
ou lesquels lui permette(nt) de gagner avec certitude la partie, quels que soient les coups de Bob.
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Equerre

On dit qu'on atteint une configuration d'équerre s'il ne reste qu'une ligne et qu'une seule colonne et
que ces deux rangées comptent le méme nombre de cases. On notera que les ligne et colonne restantes
sont alors toutes deux de rang 1.

4. Siun joueur obtient une configuration d'équerre apres son coup, peut-il toujours assurer sa
victoire ?

5. a. Supposons que n = m, avec n # 1. Donner un premier coup gagnant pour Alice.
b. Si maintenant n # m, ce méme premier coup se réveéle-t-il gagnant pour Alice ?

Escalier

On dit qu'on atteint une configuration d'escalier s'il ne reste que deux lignes qui se touchent et dont
celle du dessous est plus longue d’une case que celle du dessus. On notera que les deux lignes
restantes sont alors nécessairement de rangs 1 et 2.

6. Si un joueur parvient a obtenir une configuration d'escalier apres son coup, peut-il assurer sa
victoire ?
7. Supposons que n = 2. Montrer qu'Alice peut toujours I'emporter.

Un tableau infini
8. Considérons maintenant que le tableau est infini avec deux lignes, donc n = 2 et m = oo.
Quel joueur peut toujours lI'emporter ?
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